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Problem 10. Reel sayılar kümesi üzerinde

f(x) = ⌊x⌋2 · {x}

şeklinde bir f fonksiyonu tanımlanmıştır. n negatif olmayan bir tam sayı olmak üzere, [n, n+1)
aralığından rastgele bir x reel sayısı alındığında f(x) < x olma olasılığı %50’den büyükse n hangi
değerleri alabilir?

Bir x reel sayısı verildiğinde {m ∈ Z | m ≤ x} kümesinin en büyük elemanı ⌊x⌋ şeklinde
gösterilir. Ayrıca {α ∈ R | x − α ∈ Z} kümesinin negatif olmayan en küçük elemanı ise {x}
şeklinde gösterilir.

Problem 11. m,n > 2 tam sayılar olmak üzere Levent, m × n boyutlarındaki bir tablonun
hücrelerine birbirinden farklı reel sayılar yazmıştır. Her hücrede tam olarak bir reel sayı bu-
lunmaktadır. Ardından Levent, her satırda en küçük sayının bulunduğu hücreyi kırmızıya, her
sütunda en büyük 2. sayının bulunduğu hücreyi maviye boyamıştır. Buna göre bu tabloda hem
mavi hem kırmızı renge boyanan hücrelerin sayısının en fazla 2 olabileceğini gösteriniz.

Problem 12. Bir gün Levent saatine bakıp 22.41 sayısını görünce hayretle diyor ki: Ne tesadüf!

ab = cd

ab = cd

denklem sistemini sağlayan (a, b, c, d) pozitif tam sayı dörtlülerinden biri de (2, 2, 4, 1).

Levent’in denklem sistemini sağlayan diğer (a, b, c, d) pozitif tam sayı dörtlüleri nelerdir?

Problem 13. Düzlemde birbirinden farklı A, B noktaları alınmış ve α sabit bir dar açı olmak
üzere, ∠AXB = α eşitliğini sağlayan tüm X noktaları işaretlenmiştir. Ortaya çıkan şekle S
adı verilmiştir. S üzerinde bir P noktası alındığında, |PQ| uzunluğunu en büyük değerine
ulaştıran Q ∈ S noktası P ∗ şeklinde gösterilmektedir. Buna göre, S üzerinde rastgele bir Q
noktası alındığında P ∗ = Q olmasını sağlayan bir P ∈ S bulunma olasılığını α cinsinden ifade
ediniz.

Problem 14. Aşağıdaki koşulları sağlayan tüm (p, q) asal sayı ikililerini belirleyiniz.

• p = 4q − 1.

• Öyle bir a0 tam sayısı vardır ki, her n ∈ Z+ için an = 1 + a2n−1 olmak üzere,
S = {an (mod p) | n ∈ Z+} = {a1 (mod p), a2 (mod p), a3 (mod p), . . .} kümesi 2q
elemanlıdır.

Sınav süresi 4 saat 30 dakikadır.
Her soru 7 puan değerindedir.
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Problem 15. Kartezyen koordinat düzlemindeki tam sayı koordinatlı noktaların her birinin
üstünde bir yaprak bulunmaktadır. Her yaprak, aralarında kırmızının da bulunduğu 2025 farklı
renkten birine boyanmıştır. Ardından her yaprağın üstüne bir (x, y) tam sayı ikilisi yazılmıştır.

Levent’in evcil bir kurbağası vardır. Bu kurbağa herhangi bir yaprağın üstünde bulunuyorsa
ve bu yaprağın üstünde (x, y) yazıyorsa, kurbağa bu yaprağı terk edip (x, y) koordinatlarında
bulunan yaprağa zıplamaktadır. Fakat kurbağa daha önce bulunduğu bir yaprağın üstünde
ikinci kez bulunduğu zaman bu zıplama hareketi sona ermektedir.

Boyama işleminden sonra yaprakların üstüne yazılan tam sayı ikilileri şu koşulu sağlamaktadır:

Kurbağa herhangi bir yapraktan harekete başladığında, başladığı yaprağın rengi r olmak üzere,

• r kırmızı ise, kurbağa hareket boyunca bir daha r renginde olmayan bir yaprağa zıplayamıyor;

• r kırmızı değilse, kurbağa hareket boyunca bir daha r renginde olan bir yaprağa zıplayamıyor.

Bu boyama işlemi öyle yapılmıştır ki, yaprakların üstüne tam sayı ikilileri bu koşullar sağlanacak
şekilde nasıl yazılırsa yazılsın, kurbağa harekete nereden başlarsa başlasın, hareket sonlu sayıda
adım ile sona ermektedir.

Buna göre öyle bir (x, y) tam sayı ikilisi vardır ki sonsuz çoklukta yaprağın üstünde (x, y)
yazmaktadır. İspatlayınız.

Problem 16. Başlangıçta düzlemdeki AOB üçgeninin O noktasında bulunan Levent’in ata-

bildiği dört çeşit adım vardır:
−→
AO,

−→
OA,

−−→
BO,

−−→
OB vektörleri. Levent’in bu yön ve uzunluklara

sahip olan adımları herhangi sırayla herhangi miktarda atarak gelebildiği O harici tüm nokta-
ların arasından O’ya en yakın olanlardan biri P noktasıdır. Buna göre, Levent’in P noktasına
ulaşmak için atması gereken minimum adım sayısı K olmak üzere

K <
2

sin(∠AOB)

olduğunu gösteriniz.

Problem 17. Her x reel sayısı için

P (x)3 + 1 = P (x3 + 1)

eşitliğini sağlayan tüm reel katsayılı P polinomlarını belirleyiniz.

Sınav süresi 4 saat 30 dakikadır.
Her soru 7 puan değerindedir.
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Problem 18. P reel sayıların bir alt kümesi ve (xi)
∞
i=1 = (x1, x2, . . . ) bir reel sayı dizisi ol-

mak üzere, herhangi bir p ∈ P verildiğinde p = a1x1 + · · · + anxn eşitliğini sağlayan bir
(a1, . . . , an) sonlu tam sayı dizisi bulunabiliyorsa, P kümesinin (xi)

∞
i=1 dizisi tarafından ifade

edildiği söylenir.

Bir P ⊆ R verildiğinde P ’yi ifade eden bir (xi)
∞
i=1 dizisi bulunabiliyorsa P ’ye bir Meriç kümesi

adı verilir.

Reel sayıların bazı alt kümelerinden oluşan bir S küme ailesi verildiğinde, aşağıdaki iki koşul
sağlanıyorsa S’ye bir süper aile denir:

• Herhangi bir Meriç kümesi P verildiğinde, S ailesinin içinde öyle bir Meriç kümesi Q bulun-
abilir ki P ⊆ Q.

• S ailesinin içinde, her i ∈ Z+ için Qi ⊆ Qi+1 olmasını sağlayan bir (Qi)
∞
i=1 = (Q1, Q2, . . . )

küme dizisi varsa,
∞⋃
i=1

Qi = {q | en az bir i için q ∈ Qi}

kümesi de S ailesinin içindedir.

Buna göre, herhangi S1 ve S2 süper aileleri verildiğinde, S1 ∩ S2 ailesi de bir süper aile olmak
zorunda mıdır?

Sınav süresi 4 saat 30 dakikadır.
Her soru 7 puan değerindedir.


